Evolving mathematics

Niall Palfreyman, Weihenstephan-Triesdorf University of Applied Sciences

Module 01: Mathematical-physical methods

Thema 33: Wie akkumuliert sich Veranderung uber Zeit?

ILOs: Nach diesem Kapitel kannst Du ...
e Akkumulation anwenden um neue Theorien von Populationswachstum zu entwickeln
und um Galileos Gleichungen herzuleiten;
e Den Konstruktionszyklus anwenden, um Theorien zu generieren.

Dekonstruieren: Bearbeite diesen Abschnitt vorm Treffen!

Theorien entstehen meistens aus Daten

Stelle Dir vor, Du befindest Dich in einem Labor mit einer Uhr und einer Petrischale mit Agar
(Nahrung). Zu einem bestimmten Zeitpunkt stellst Du Deine Uhr auf die Zeit t = Oh zurick
und legst gleichzeitig x, = 1 Hefezellen in die Schale. Nach einer Stunde zeigt die Uhr die Zeit
t = 1h an und Du zédhlst 2 Zellen in der Schale; nach einer Zeit t = 2h findest Du 4 Zellen; und
nach der Zeit t = 3h gibt es 8 Zellen. Diese Zeitreihe umfasst Deine beobachteten
Datenereignisse; wie kdnnten wir sie interpretieren?

Zundchst erkennen wir eine Struktur in diesen Daten

Es scheint, dass sich die Anzahl der Hefezellen in der Schale jede Stunde verdoppelt; wir sagen,
dass die Verdopplungsperiode (T,) der Hefezellen 1 Stunde betragt: T, = 1h. Wir kénnen die
Struktur unserer Daten durch eine Funktion x(t) mit Argument x(t) beschreiben, die die
Anzahl der Zellen x zum Zeitpunkt t angibt:

x(0)=xy=2%x,=1
x(T)) =2xg=2V-x,=2
x(2T,) =2-2-xy=2%-xy=4
\x(3T,) =2-2-2-x=2%-x, =8
1. Wie viele Hefezellen sind nach 5 Stunden in der Petrischale?
2. Wie viele Hefezellen sind nach 10 Stunden in der Petrischale?

Wir verallgemeinern diese Struktur zu einem relationalen Modell

Diese Verdoppelung der Anzahl der Hefezellen nach jeder Stunde des Experiments ist eine
mathematische Relation zwischen den Anzahlen der Zellen in der Petrischale zu
verschiedenen Zeitpunkten, t:

x(nTy) =2-x((n—1T,) =22 - x((n—2)T,) =+ = 2"+ x,

Oder alternativ:

t
x(t) =x9-2 /1, (Verdoppelungs-Modell)

t
Diese Relation x(t) = x; - 2 /1, ist ein Modell unserer Beobachtungen der Hefezellen in der
Petrischale: Sie sagt uns, wie Struktur und Operationen verknipft sind, um unsere



Beobachtungsdaten zu beschreiben. In jedem Moment unseres Lebens verwenden wir
Modelle, um unsere Erfahrungen zu beschreiben, und diese Modelle verbinden immer
Strukturen und Relationen:

Modelle beschreiben das Sein unserer Welt: Wie héingt ein Datenereignis von anderen ab?

Wir nennen unser Verdopplungsmodell der Hefezellen ein Exponentialmodell, weil sein

t
Argument t als Exponent der Basis 2 (also 2 /TZ) in unserer Definition des Modells erscheint.
Der beste Weg, ein Modell zu testen, besteht darin, von ihm zu verlangen, neue Daten
vorherzusagen, die wir testen konnen ...

Wir wenden das neue Modell an
Wenn wir eine neue Zeit t = 8h in unser Verdopplungsmodell einfligen, finden wir, dass

8s8h
x(t) = x(8h) = x, - 21h = 1- 28 = 256

3. Angenommen, wir lassen unsere Zellkultur 8 Stunden lang wachsen und entdecken,
dass sich genau 256 Hefezellen in der Petrischale befinden. Beweist dies, dass unser
Modell wahr is?

4. Angenommen, nach 8 Stunden sind genau 257 Zellen vorhanden. Ist unser Modell
deswegen falsch? Ist es niitzlich?

5. Angenommen, nach 8 Stunden sind 249 Zellen vorhanden. Ist unser Modell wahr,
falsch, niitzlich oder nutzlos?

Deine Antworten auf diese Fragen lehren uns eine wichtige Lektion:

Ein Modell ist niemals Realitdit; es ist nur eine Médglichkeit, Daten nach unseren eigenen
Zwecken zu interpretieren.

Wir konnen nie beweisen, dass ein Modell wahr ist; wir konnen es nur verwenden, um neue
Daten vorherzusagen und diese Vorhersagen dann durch neue Messungen testen. Aber wenn
Modelle niemals wahr oder real sind, was kdnnen wir dann tun, um ihre Nitzlichkeit zu
testen? SchlieRlich hdangt der Nutzen eines Modells davon ab, wie gut es unsere eigenen
Zwecke als lebende Organismen erfillt.

Wir versetzen uns in die Handlung des Modells hinein

Modelle eignen sich hervorragend zum Berechnen und Vorhersagen von MessgrélRen, aber
sie miissen auf zwei Weisen aligniert werden: mit den Beobachtungsdaten und mit unseren
kausalen Geschichten dariiber, wie die Dinge funktionieren. Um die Nitzlichkeit eines Modells
zu testen, missen wir es zusammen mit anderen relevanten Modellen integrieren, um eine
kausal zusammenhangende Handlung zu generieren, die sich im Laufe der Zeit entfaltet:

Handlung erkléirt das Werden unserer Welt: Warum verursacht ein Datenereignis ein
anderes?

Das Exponentialmodell x(t) = x, - Zt/Tz zur Basis 2 gibt uns eine schnelle Moglichkeit, die
Anzahl der Zellen nach der Zeit t zu berechnen, aber das bedeutet noch nicht, dass wir
verstehen, was passiert. Die Mathematik des 20. Jahrhunderts zeigte, dass wir fiir die meisten
Dinge nie ein Modell finden werden! Stattdessen versuchen wir, die Dinge zu verstehen — also
die Geschichte ihrer Entstehung zu erkennen. Geschichten liegen allem Verstehen zugrunde:
Wenn ich dir die Geschichte nicht erzahlen kann, wie etwas funktioniert, verstehe ich es nicht.

Die Handlung einer Geschichte spezifiziert die kausale Relevanz: Sie sagt uns, warum
Ereignisse passieren, indem sie angibt, welche Akteure im Laufe der Zeit interagieren, um



diese Ereignisse zu bewirken. In der Geschichte von Hansel und Gretel verstehen wir, dass ihr
Vater und ihre Stiefmutter dafiir relevant sind, dass sie sich im Wald verirren.

Die Handlung der Hefezellen sollte uns erzahlen, wie sie miteinander interagieren, um das
Verdoppelungsverhalten zu verursachen, also miissen wir darliber nachdenken, wie sich
Zellen im Laufe der Zeit replizieren (Kopien von sich selbst herstellen). Diese Handlung sagt
uns zwei Dinge:

e Die Replikation ist keine getaktete Abfolge von Verdoppelungsrelationen, sondern eine
kontinuierliche, dynamische Handlung fortlaufender Fortpflanzung. Uber jeden
kleinen Zeitschritt At (,,Delta t“) wichst x(t) mit einer Rate x(t) und nimmt um einen
Betrag Ax zu, der durch die Handlungs-Gleichung gegeben ist:

Ax = x - At

e Zu jedem Zeitpunkt kann sich jede Zelle mit einer bestimmten konstanten Rate u
replizieren, die wir als die relative Wachstumsrate der Hefezellen bezeichnen. Wenn
wir also x Zellen haben, muss die Gesamtpopulation mit der Rate u - x zunehmen, das
heil3t: die Wachstumsrate x muss proportional zur aktuellen Population x sein! Dies ist
das kennzeichnende Merkmal der Exponentialgleichung:

X=Uu-x
Wenn wir die Handlungs-Gleichung mit der Exponentialgleichung kombinieren, erhalten wir
unsere Replikationstheorie:
Ax = x-At=pux-At

Das wirklich Tolle daran ist, dass wir diese Gleichung auf zwei verschiedene Arten verwenden
konnen. Entweder dividieren wir beide Seiten durch At, um eine Differentialgleichung zu
erhalten, die eine Handlung aus unserem Modell generiert:

Ax dx_
At ar M

Oder indem wir all die kleinen Verdanderungen Ax im Laufe der Zeit akkumulieren, berechnen
wir Werte, die wir verwenden kénnen, um unser Modell mit unseren Messdaten zu alignieren:

T T T
x(T)=Zszfdx=fux-dt
0 0 0

Wir abstrahieren die genaue Relation u aus der Replikation heraus
Okay, bauen wir eine Theorie auf! Zuerst verwenden wir die obige Differentialgleichung, um
eine Handlung zu generieren:

dx
dt
Die einzige Funktion, die diese Gleichung erfiillt, ist die Exponentialfunktion:

U x

x(t) = x, eHt

Aber wir wissen, dass sich unsere Population nach jeder Verdopplungsperiode T, verdoppeln
muss, also:

2 xy = x(T,) = xo etz

Also e#T2 = 2, und deswegen



B In(2)
=

Dies ist die Handlung der Replikation: x(t) = x, e/, wobei u = In(2) /T5.

Wir wenden unsere neue Theorie der Replikation an

Nun konnen wir unsere Theorie anwenden, um Werte zu berechnen, die wir mit
experimentellen Daten alignieren kénnen. Fir unsere Hefezelldaten gilt T, = 1 hr, was uns
diese alignierte Losung liefert:

x(t) =xpe*; pu=In2 hr'=0.693hrt; x,=1

Anhand dieser alignierten Losung konnen wir theoretische Werte von x zu den
experimentellen Messzeitpunkten berechnen:

6. Berechne selber mit der alignierten Lésung, dass: x(1 hr) = 1 - e(In2hr™)-(0hr),

7. Berechne selber mit der alignierten Lésung, dass: x(2 hr) = 1 - e(In2hr™?)-(2hr),

8. Berechne selber mit der alignierten Lésung, dass: x(3 hr) = 1 - e(In2hr™)-3hr),

Bingo! Diese Werte stimmen mit unseren experimentellen Daten Uberein, daher scheint
unsere Theorie nitzlich zu sein.

Erkldrung = Modell + Handlung

Es gibt jedoch ein letztes kniffliges Problem, das wir beachten sollten: Genauigkeit. Um genaue
Ergebnisse zu berechnen, mochten wir die Zeit eigentlich kontinuierlich flieBen lassen — und
nicht diskret voran hopsen. Aber das bedeutet, dass wir den Zeitschritt unendlich klein machen
miussten, At — 0, und das ist natirlich in einem Computer nicht moglich.

Aber fiir uns physische Organismen ist es schon moglich! Ich kann nicht genug betonen, wie
wichtig dieser Unterschied ist: Computer besitzen kein Konzept von kausaler, dynamischer
Zeit. Ein Computer erlebt den Lauf der Zeit nicht; es liest nur den aktuellen (diskreten) Wert
seiner Eingabedaten und reagiert darauf. Wir Organismen bewegen uns jedoch kontinuierlich
durch die Zeit und erleben den kausalen Fluss der Wirkung von einem Ereignis auf ein anderes.

In den 1660er Jahren zeigten sowohl Isaac Newton als auch Gottfried Wilhelm von Leibnitz
gleichzeitig, wie wir unsere Vorhersagen exakt machen kénnen, indem wir At — 0 in unseren
Modellen lassen. Diese Idee nennt man Kalkiil. Sie basiert auf der Handlungs-Gleichung Ax =
x + At und verandert vollstdndig unsere Denkweise dariiber, wie ein Ereignis ein anderes
verursacht.

Allerdings muss ich ehrlich zu Dir sein. Kausalitat in biologischen Systemen ist so komplex, dass
wir sie in der Regel nicht exakt |l6sen kénnen — wir missen sie stattdessen grob im Computer
simulieren. Die Physik hatte jedoch das groflRe Gliick, eine ganze Familie einfacher Systeme (so
genannte lineare Systeme) zu entdecken, die wir exakt I6sen konnen. Dazu gehdren die
Bewegung des Mondes oder ein fallender Stein, aber auch unsere Hefepopulation!

Aufgrund dieses glicklichen Zufalls konnte sich die mathematische Physik in den
Jahrhunderten nach Newton und Leibnitz viel schneller entwickeln als die Biologie. Wir (Du
und ich!) haben jedoch das Glick, in einer aufregenden Zeit zu leben, in der die
mathematische Biologie endlich wichtige Beitrdage zu Wissenschaft und Medizin leistet!

Ressourcen: Uberfliege diese Clips und Infos vorm Treffen!
27?




Konstruktion: Wir bearbeiten diesen Abschnitt gemeinsam!
Jetzt wissen wir, wie man eine wissenschaftliche Theorie konstruiert. Also probieren wir es
selber! Wir werden jetzt Newtons Theorie der Mechanik konstruieren, um Galileos
Gleichungen fiir konstante Beschleunigung herzuleiten.

Der Konstruktionszyklus generiert Handlung

Betrachten wir ein sehr einfaches System, das rechts | 4 =500 m/s
gezeigt wird: Ein Time-of-Flight-Massenanalysator '
(TOF) misst die Masse eines Molekils, indem er es . F =23 x10°N
entlang einer Strecke der Linge L konstant ’m—)
beschleunigt; groRere Molekiile brauchen langer, um | 4
diesen Weg zurilickzulegen, daher koénnen wir die L=0.6m
Flugzeit verwenden, um ihre Masse zu berechnen. -
Heute morgen habe ich einige Molekiile eines bestimmten Peptids mit einer
Anfangsgeschwindigkeit von u = 500 m/s in den TOF auf meinem Nachttisch zu Hause (!)
geworfen. In meinem Nachttisch-TOF wurden sie durch eine konstante Kraft von F, = 2.30 X
103N iiber einen Abstand L = 0.60 m beschleunigt; ihre Flugzeit betrug T = 7.08 X 107 1% s.
Wie sind die Masse und der Name der Peptidmolekiile?

X-axis

Ein wichtiger Leitfaden dieses Kurses ist, dass der Konstruktionszyklus uns einen sehr
machtiges Werkzeug bietet, alle Arten von Problemen zu l6sen, und wir werden den Zyklus
tatsachlich verwenden, um dieses TOF-Problem zu l6sen. Da wir aber noch nicht Giber alle
Werkzeuge verfligen, die wir bendtigen, um dieses Problem zu |6sen, werden wir dieses erste
Mal etwas langer brauchen, als Du selber bendtigen wirst, wenn Du Aufgaben |6st.

Erkennen des Problems

Wie immer beginnen wir mit einem Modell, um unser Problem zu erkennen. In der
Wissenschaft enthalt ein Modell fast immer ein Diagramm und einen Satz exakter
mathematischer Gleichungen, die die Problemsituation beschreiben. Spater generieren wir
aus diesem Modell eine Handlung, um ein Ergebnis zu berechnen, aber fir jetzt wollen wir
einfach das Problem selbst erkennen.

Unser Diagramm des Problems ist das oben gezeigte Diagramm des TOFs, und die erste
Gleichung, die wir brauchen, ist die Definition der Kraft aus Newton 2:

F=ma

Wenn wir die Beschleunigung der Molekiile in x -Richtung berechnen kdnnen, kdnnen wir ihre
Masse m berechnen, indem wir die Variablen in Newton 2 umtauschen: m = F,/a,. Wie
berechnen wir also a,?

Wir schaffen das, indem wir das dynamische Modell auf der rechten Seite erstellen. Dieses
Modell zeigt, wie sich die x-Geschwindigkeit v, der Molekile mit
der Zeit t andert. Nachdem wir dies getan haben, werden wir eine —_— v,
ahnliche Idee verwenden, um ein Modell zu konstruieren, wie sich
die von den Molekilen zuriickgelegte Strecke s Uber die Zeit t
andert.

Unser dynamisches Modell besagt, dass 7, = a,. Das heiRt, die Anderungsrate von v, iber
die Zeit ist einfach die Beschleunigung a,, und da sowohl F, als auch m konstant sind, sagt
uns Newtons erstes Gesetz, dass a auch konstant ist.



Sich hineinversetzen in die Handlung des Problems

Wie immer kdnnen wir uns den Fluss a, als einen Wasserhahn vorstellen, der Wasser mit einer
bestimmten (konstanten) Rate in die Badewanne v, flieBen ldsst. Diese Idee generiert eine
Handlung, in der:

1,(0) =u, =500 m/s; Av, =v,-At=a,-At; At -0

Nun definieren wir ein Differential als eine unendlich kleine Anderung: dt = Algm0 At. Das

heillt, dt ist das Zeitdifferential, das wir erhalten, wenn wir At unendlich nahe Null bringen.
Und in diesem Fall erhalten wir

dv, = lim Av, = lima, At =a, - dt
x Avy,—0 x At—>0 ¥ x

Mit anderen Worten, wahrend die Zeit mit jedem
& winzigen Schritt dt vorwarts flieBt, wachst auch v, um
einen winzigen Betrag dv, = a, - dt. Beachte, dass
diese Anderung von v, gleich der Flache des unendlich
diinnen weilen Streifens ist, der links unter dem a, /t-

Graphen angezeigt wird. Die Hohe dieses Streifens ist a
T t/g und die Breite ist dt.

Ag,/ms”

dv, ay

In dem Fall ist die Gesamtanderung von v, Uber die Zeit vont = 0 bis t = T die Summe all
dieser unendlich diinnen Streifen dv,. Wir nennen diese Summe unendlich kleiner Beitrage
ein Integral und schreiben es so:

T T
dvx=j a, - dt
t

t=0 =0
Abstrahieren einer Gleichung aus der Handlung

Wir nennen das Symbol ftho dv, ein bestimmtes Integral (,,bestimmt” deswegen, weil es die
bestimmten Grenzent = 0 und t = T angibt). Es bedeutet: ,,Die Summe aller dv,'svont = 0
bis t = T". Da a, konstant ist, ist diese Summe der infinitesimalen Beitrage zu v, einfach die
Flache des grauen Rechtecks unter dem a, /t-Graphen:

T
Gesamtanderung von v, = f a,-dt=a, T
t=0
Anwenden des neuen Modells im konkreten Kontext
9. Verwenden wir unsere brandneue Theorie, um einen Zahlenwert zu berechnen. Nach
unserer Theorie betragt die Geschwindigkeitsanderung der Teilchen a, - T. Die
Teilchen starteten jedoch mit einer Anfangsgeschwindigkeit v,,(0) = 500 m/s. Wir
wissen, dass T = 7.08 x 10~1* s. Damit wir ein bisschen in Gang kommen, lasst uns
zuniachst den Wert von a, als 2 m/s? schitzen und dann den Wert v,(0) + a, T
berechnen.

Wie Du siehst, haben wir jetzt eine Méglichkeit, v, (T) = v,(0) + a, T zu jedem beliebigen
Zeitpunkt T zu berechnen. Nicht schlecht! ©

Erkennen der Ergebnisse des Modells
OK, jetzt treten wir in die zweite Iteration des Konstruktionszyklus ein: Wir werden diese
numerischen Ergebnisse anhand von Modellen erkennen, die uns bereits bekannt sind. Wir



haben eine Handlung generiert, in der sich v, linear (also gerade!) Uber die Zeit dandert
(ausgehend von ihrem Anfangswert):
T
2,(T) = v,(0) +f ay - dt = v, (0) + ayT
t=0
Dies ist Galileos erste kinematische Gleichung (Galileo 1) fir Situationen konstanter
Beschleunigung Uber die Zeit t:

Ve = Uy + Ayt

Wir haben friher in diesem Kurs festgestellt, dass diese Gleichung in Situationen mit
konstanter Beschleunigung sehr erfolgreich ist. Fiir unser TOF-Problem wollen wir jedoch
nicht die Geschwindigkeit der Molekile kennen. Vielmehr mochten wir wissen, wie die
Strecke, die sie zuriicklegen, von ihrer Flugzeit abhdngt. Beachte jedoch Folgendes: Die
Beschleunigung a, sagt uns, wie schnell sich die Geschwindigkeit v, andert, wahrend diese
Geschwindigkeit v, uns wiederum sagt, wie schnell sich die Strecke s, andert. Vielleicht

kénnen wir noch einmal das gleiche Modell wie vorhin anwenden! S=a

. . o e
Schaue Dir das dynamische Modell rechts an. Auch hier gibt die ,
konstante Beschleunigung a, an, wie v, sich dandern soll, aber es /
ist auch so, dass v, wiederum angibt, wie s, sich andern soll: s, = s |l—t——o
v,. Dieses Modell fassen wir durch die folgenden Gleichungen S=V

Zusammen:

u, =500 m/s; ds,=3,dt =v,dt = (uy +a,t)dt

Sich hineinversetzen in die neue Handlung
Es ist jetzt wieder der Fall, dass wahrend die Zeit in dieser neuen Handlung voran flieBt, wachst
die Strecke s mit jedem winzigen Schritt dt um einen

Av,/ms™! M winzigen Betrag ds, = v, - dt. Zu jedem Zeitpunkt t ist
diese Anderung von s, gleich der Fliche des unendlich

T ®) ax T | dinnen weiRen Streifens, der links unter dem v, /t-
ds, [ Graphen gezeigt ist. Die Hohe dieses Streifens ist v, (t)

W und die Breite ist dt. Die Gesamtanderung von s, lber
4 |, | dieZeitvont = 0bist = T istalso das Integral all dieser

T _t/s unendlich diinnen Streifen ds,:

b

T T
s, (T) = f v, dt = (uy +a, t)dt
t=0 t=0
Abstrahieren einer neuen Gleichung aus der Handlung
10. Die Flache unter diesem v, /t-Graphen besteht aus einem schraffierten Rechteck
(Breite T und Hohe u,.) und einem grauen Dreieck (Basis T und Hoéhe a, T). Was ist die
Summe ihrer beiden jeweiligen Flachen?

Wir haben zwei interessante Dinge entdeckt: wie man eine lineare Funktion integriert und
Galileis zweite kinematische Gleichung (Galileo 2):
T

Uy +a, ) dt =u, T+2a, T? s.(t) = ust +2La, t?
2 2
t=0



Anwenden des angepassten Modells

OK, wir haben jetzt alles, was wir brauchen, um unsere Theorie zu testen, indem wir die
Peptidmolekile in meinem TOF identifizieren. Newton 2 sagt uns, dass m = E./a,. Wir
kennen die Kraft F, = 2.30 X 103N und kénnen die Beschleunigung a, aus Galileo 2
berechnen, indem wir einfach Werte einsetzen: s, = L = 0.60 m, u,, = 500 m/s and t =
T=708x10"1s:

Sy = Uyt +%axt2
3 2(s—ut) 3 2(L—uT) ~ 2x(0.6m—500 m/sx 7.08 X 107'*s)

=
“x £2 T2 (7.08 x 10-1% 5)2
_2x(06-5x708x107) m _12-7.08x10"m o /g2
A = 7.082 x 10-28 s2 501264x10-28 sz m/s
E, 23% 103N
- m= = 9.608 x 10~ 2*kg

@, 2394 x 1026 m/s?

11. Kannst Du unsere Vorhersage erkennen, indem Du den Namen dieses Peptids im
Internet nachschlagst?

Fufs fassen

12. Eine Fallschirmspringerin fallt unter der konstanten Erdbeschleunigung (g =
9.8m/s?) fir 5s senkrecht aus einem Flugzeug. Benutze Galileo 1, um ihre
Hochstgeschwindigkeit.

13. Berechne nun anhand von Galileo 2, wie weit die Fallschirmspringerin fallt.

Muskeltraining

14. Eine Motorradfahrerin fahrt in die positive x-Richtung. An einer Ampel braucht sie
3.2's, um Uber eine Strecke von 40 m gleichmaRig bis zum Stillstand zu bremsen. Was
war ihre Anfangsgeschwindigkeit? Was war ihre Beschleunigung wahrend dieser Zeit?
Ist diese Beschleunigung positiv oder negativ? Wieso?

15. Verwende Galileo 1 und Galileo 2 um Galileo 3 herzuleiten: vZ = u2 + 2a,s,.

16. Verwende Galileo 3, um das Landetempo eines Dachziegels zu ermitteln, der 5 m auf
den Boden fallt.

17. Berechne den Wert dieser vier bestimmten Integrale und fasse dann zusammen, was
Du dabei entdeckst:

2

2 4 4
(2t + 1) dt; f (2x +1) dx; f (2x +1) dx; f (2x +1) dx
X=0 2 0

t=0

Zusammenfassung

e Galileos kinematische Gleichungen beschreiben die Bewegung eines Gegenstands
unter konstanter Beschleunigung a:

v=u+t+at; s=ut+%at2; v2=u’+2a-s
e Newtons zweites Gesetz der Mechanik definiert Kraft liber ihre Wirkung auf Masse:
F = ma.

e Ein bestimmtes Integral ftlia dv Summiert alle infinitesimalen Beitrage dv zwischen

den Grenzent = a und t = . (Ubrigens: Die Symbole a und S sind die ersten beiden
Buchstaben , Alpha“ und , Beta” des griechischen Alphabets.)



e Wir wissen bereits das bestimmte Integral von zwei Funktionen:

Wenn v(t) = u, wobei u konstant ist, dann gilt:
T
j vedt = [ut]f = T —utp)
t=t0

Wenn v(t) = at, wobei a konstant ist, dann gilt:

T T
f v-dt = [l atz] = (l aT? —latoz)
- 2 o \2 2
0

Konstruktionstbung: Priifungsvorbereitung!

Hier ist der komplette Konstruktionszyklus:
Der Puzzle-Zyklus: Wie ein Puzzle sich entwickelt

Sich hineinversetzen: Handlung:
Wie entwickelt sich diese

P Schnell, inklusiv: Welche %<

Geschichte geht hier vorZ .
i . Abstrahieren:
Check: Ignoriere Intuition Check: Wie umgehe ich

. . . .. . Was ist jetzt der
— probiere neue Struktur Hindernis? Ruckwarts.von Ziel Plan?
oder Vorannahmen. zur Handlung arbeiten?

Modell: Langsam, zuverlassig. Wie genau funktioniert das?

Verallgemeinern:
Welche Gleichungen? Kann ich sie reduzieren?

Check: Beriichsichtige alle
Werte, die von den
Gleichungen verlangt werden.

Check: Neue Form/
Anwendung der Operationen/

Gleichungen ausprobieren?
Erkennen: g 3

Welches Diagramm/
Variablen beschreiben
diese Daten?

Check: Sammle
neue Daten!

Anwenden:
Wie kann ich schnell die
Ergebnisse prifen?

Prepare yourself for learning ...
e Was hast Du hier schwierig gefunden? ¢ Wo hast Du nicht mehr weitergewusst? ¢ Was ist
Dir noch unklar? e Und ... welche Lernfragen bringst zum Unterricht fiir dieses Kapitel mit?
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